Module de MATHEMATIQUES ITECH 1

1 Calcul de déterminants
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Remarque : ce dernier déterminant est un déterminant de Vandermonde pour
les valeurs 1, 2, 3 et 4, dont les résultat est donné par

(4-1)(4-2)4-3)3-1)B-2)(2-1) =12
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Par récurrence on obtient

Dy (%) = apx™ 4+ Dp_1(2) = an2™ + an_12" ' + D, _s(x)

=‘an$”+an,1w”_1 +---+a1m+a0‘

4 Soit A une matrice antisymétrique d’ordre n avec n impair. On a alors
tA = —A. Or dét A = dét 'A. D’ou

dét A = dét ‘A = dét (—A) = (=1)"dét A = — dét A.
On en déduit que .

5 En permutant les lignes (ou les colonnes) d’une matrice de permutation on se
raméne i la matrice identité, I de déterminant 1. Chaque permutation de deux
lignes (ou de deux colonnes) change le signe du déterminant. Ainsi les détermi-
nant d’une matrice de permutation est . Signalons que ce déterminant est
appelé la signature de la permutation totale des lignes (ou des colonnes).



2 Sous-espaces vectoriels de matrices

2.1 Les matrices de Bombelli

On remarque déja que la matrice nulle est une élément de C. Soit A\, u € R et
Zy,y €t Zy o deux matrices de C. On a alors

Mg,y + 12y, g = Zxgpa’, Ay+uy' € Cs

donc C est un sous—espace vectoriel du R-espace vectoriel M3(R). De plus la
définition de C montre qu’il est I’espace engendré par les matrices Z; 9 et Zo1

qui sont indépendantes. Donc .

Le produit de deux matrices de C est donné par la formule

zz' —yy' —zy —ys'

= Z 1 7 ’ 1 E C
y$l+$yl xx’—yy’ :| zx'—yy', vy’ +yx

Za,yZat,y = [

Sionaz=uz+1iy, 2/ =2’ +iy’, alors zz' = (zz’' — yy') + i(zy’ + yz')
c’est—a—dire que

[p(2) = p()p() |

On a ainsi une analogie avec le produit des nombres complexes. De plus

—-Y
y oz
Le déterminant est nul si et seulement si x = y = 0. Seule la matrice nulle n’est
pas inversible. Soit z # 0 un nombre complexe, alors p(z) est inversible, et
p(z) ' = p(z~1). Soit encore

-1 _

-1 = z -y = -1 = (i) = i 7)) = 71 zy

p(2) [y x] p(z) =r( |Z|2p(27) 2| -y 7|

Ces propriétés traduisent le fait que les matrices de C représentent 1’ensemble C.

dét p(z +iy) = = 2% 497

2.2 Les matrices d’Hamilton
2.2.1 L’espace vectoriel H

La table de multiplication est donnée par
L [r[X[Y [ Z]

I I | X Y Z
X | X | -1 Z | =Y
Y|Y | -Z| -T| X
Z\|\Z|Y | -X| -I
Le déterminant de 2 X + yY + 22 + I est
t =+ iZ lfL' -y ) 2 2 2
ir+y t—iz STyt

Il est nul si et seulement si ‘ r=y=2z=1t=0 ‘




2.2.2 Analogie avec les vecteurs de R?
La relation de produit découle directement de la table de multiplication
p(@; 0)p(v; 0) = p(GAT; - - D)
En calculant le déterminant de p(i; t) on trouve dét p(i; t) = ||i||* + t2, d’ou
dét [p(d; 0)p(T; 0)] = dét p(TAT; —d - D)

llal*|191* = ll& A 91> + (@- 9)?

3 Déterminant de taille n
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Ona D; = |5| =5, Dy = g g = 21 et de plus (4!*1 —1)/3 = 5,

(42t —1)/3 = 21, ce qui initie la récurrence. De plus

54(71—1)+1 -1 44<"—2>+1 —1 (Bx4—4)4ar1_54+4 4rtl_

3 3 3 3
La formule proposée vérifie donc la relation de récurrence recherchée et les con-
ditions initiales, c’est ’expression générale de D,,.



4 Matrice nilpotente, unipotente

4.1 Exemples
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Comme N2 # 0 et N* = 0 on en déduit que N est nilpotente d’ordre 4, de

plus [deL ¥ =0
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Le plus petit entier p tel que UP = I est 4. Donc U est unipotente d’ordre 4.

On trouve .

4.2 Un résultat sur les matrices nilpotentes

Si N est nilpotente d’oprdre p, alors dét NP = 0 mais comme dét N? = (dét N)?
on n déduit que dét N = 0.

Si N est une matrice nilpotente d’ordre n et P nilpotente d’ordre p et que
NP = PN, alors (NP)? = N?P?. Si q est le minimum de n et p, alors on
a (NP)? = 0, donc NP est nilpotente et son ordre est inférieur ou égal a
min{n, p}.

Soit @ =T+ N+ N2+ ...+ NP~! calculons (I — N)Q :

(I-N)Q=I—-N)(I+N+N>*+-.-+NF )
=I+N+N*+...4 NP1
—_N—-—N2_..._NP1_pp
=I-NP =1



Ce calcul montre que I — N est inversible et que son inverse est . (Il faudrait
aussi montrer que Q(I — N) = I, mais ici ) est une somme de puissances de N
donc I — N et () commutent.)

4.3 Les matrices unipotentes

Soit U une matrice unipotente d’ordre p de M,(K). on a détU € K si
K=TR, détU? = détI = 1 et dét(UP) = (détU)P. Si p est impair, on a
donc détU = 1, et si p est pair, détU = £1. Dans le cas K = C, par le
méme raisonnement, on voit que les valeurs possible de dét U, sont les nombres
complexes z tels que 2? = 1, c’est & dire, les p nombres

i2
exp (1 ;k>, ke{0,1,...,p—1}.

U est toujours inversible (dét U # 0) et son inverse est UP 1.

Soient U et V deux matrices unipotentes d’ordres respectifs p et ¢ qui com-
mutent. Alors (UV)™ = U™V™. Lorsque m est multiple de p et de ¢ (par
exemple m = pq), on a (UV)™ =1 x I = I et donc UV est unipotente. (L’ordre
d’unipotence de UV est donc inférieur au plus petit commun multiple de p et g.)

US=UI+U+U>+---+U"")
=U+U*+U*+---4+ UP =6.
~~

I
p—1 p—1
Y Uks = (ZU’“) S=85x8=5%
k=0 k=0

p—1 p—1 p—1
Y uks=> (UkS) =) =pS,
k=0 k=0 k=0

car US = S donc U%S = S... U*S = S.

4.4 Ordre d’une matrice nilpotente

Soit 2 € ker N*, alors N¥2 = 0 donc N*¥*'z = NN*z = 0 : pour tout k
‘ ker N*¥ C ker N¥+! ‘ Montrons maintenant que cette inclusion est stricte, c’est—
a-dire qu’il y a un élément de ker N¥+1 qui n’est pas dans ker N*¥. On sait que
NP~1 £ 0 c’est & dire que ker NP~1 # R™. Soit x € R” tel que NP1z # 0. Alors
NP=k=1lg € ker N¥+1 car N¥+(NP—F~13) = NPx = 0, mais NP * 1z ¢ ker N*
car N¥(NP~k=1g) = NP~y £ O par définition de z. L’inclusion est donc stricte

car 1’élément | NP~F~1z | appartient a ker N*+! mais pas a ker N*.
En regardant la dimension de ker N* on a

0 < dim(ker N) < dim(ker N?) < --- < dim(ker N~ ') < n.

Ces dimensions sont donc p nombres distincts tous inférieurs & n, cela n’existe



