
Mathématiques ITECH 1

Travaux dirigés de mathématiques

1 Bases de R
3

1.1 Détermination d’une base

Pour qu’un ensemble de n vecteurs (X1, X2, . . . , X
n
) de R

3 soit une base, il
faut que n = 3 et que l’équation d’inconnues λ1, λ2 et λ3

λ1X1 + λ2X2 + λ3X3 = 0

ait pour solution unique (0, 0, 0).
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n’est pas une base de R
3 car il y a quatre vecteurs. La résolution de

l’équation
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conduit à un système de trois équations à quatre inconnues, il y a donc
une infinité de solutions.
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il y a le bon nombre de vecteurs, mais l’équation
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a pour ensemble de solutions S = {(λ, −λ, −λ) | λ ∈ R} qui est infini, ce
n’est donc pas une base.
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a bien trois éléments. Résolvons le système
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 , (S)

soit

(S) ⇔







λ1 + 2λ2 + 7λ3 = 0
2λ1 + 3λ2 + 5λ3 = 0
4λ1 + 5λ2 + 2λ3 = 0

⇔







λ1 = 0
λ2 = 0
λ3 = 0

Donc c’est bien une base.

On note B1, B2 et B3 les éléments de la base précédente que l’on désigne
par B. On dispose par ailleurs d’une autre base, la base canonique E dont
les vecteurs de base sont notés E1, E2 et E3. On notera les coordonnées
dans la base E sous forme de vecteurs colonnes avec des parenthèses et les
coordonnées dans la base B sous forme de vecteurs colonnes avec des crochets.

Ainsi on aura

E1 =
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 .

Les coordonnées de E1 dans la base B peuvent être notées





x

y

y



 et sont

pour l’instant inconnues. Cette écriture signifie que E1 = xB1 + yB2 + zB3.
Cette écriture peut être écrites dans n’importe quelle base. En particulier
dans E elle s’écrit
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ce qui conduit à un système dont la solution, unique car B est une base, est







x = 19
y = −16
z = 2

Ce qui peut encore se mettre sous la forme

E1 =





19
−16
2



 .

On peut résumer ceci dans le tableau :

Vecteurs E B

E1
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−31
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E3
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a

b

c









19a − 31b + 11c
−16a + 26b − 9c

2a − 3b + c









u + 2v + 7w
2u + 3v + 5w
4u + 5v + 2w









u

v

w
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2 Applications linéaires

On considère l’application de R
3 dans R

3

u : R
3 −→ R

3





x1

x2

x3



 7−→





x1 + x2

x1 − x2

2x1





.

Elle est linéaire car pour tous vecteurs X et Y de R
3 et tout λ ∈ R on a

u(X + λY) = u
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 + λ
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 = u





x1 + λy1

x2 + λy2

x3 + λy3





=





x1 + λy1 + x2 + λy2

x1 + λy1 − (x2 + λy2)
2(x1 + λy1)



 =





x1 + x2

x1 − x2

2x1



 +





λy1 + λy2

λy1 − λy2

λ2y1





= u(X) + λu(Y).

On note V = u(R3), qu’on appelle l’image de u. C’est l’ensemble des
vecteurs de R

3 qui ont un antécédent par u, que l’on peut donc aussi noter
V = {Y ∈ R

3 | ∃X ∈ R
3, u(X) = Y}. C’est un espace vectoriel car pour tous

Y1, Y2 ∈ V et tout λ ∈ R il existe deux vecteurs X1 et X2 tels que u(X1) = Y1

et u(X2) = Y2. Alors Y1 + λY2 ∈ V car

Y1 + λY2 = u(X1) + λu(X2) = u(X1 + λX2).

Donc V est bien un espace vectoriel.
Tout vecteur X de R

3 s’écrit X = x1E1 +x2E2 +x3E3, avec x1, x2, x3 ∈ R

qui sont ses coordonnées dans la base canonique. Alors, comme

u(X) = x1u(E1) + x2u(E2) + x3u(E3),

tout vecteur de V s’écrit comme combinaison linéaire des vecteurs u(E1),
u(E2) et u(E3). On a

u(E1) =





1
1
2



 , u(E2) =





1
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 , u(E3) =





0
0
0



 .

Ces vecteurs ne forment pas une base (à cause du vecteur u(E3) = 0). Cepen-
dant, on peut toujours extraire de l’ensemble des images des vecteurs de

la base une base de l’image. Ainsi en ne considérant que U1 = u(E1) et
U2 = u(E2) on a une base de V. V est donc de dimension 2.

Pour compléter (U1, U2) de sorte d’avoir une base de R
3 il faut lui ajouter

un vecteur quelconque de R
3 \ V.
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